1. MaBzahlen zur quantitativen Beschreibung von Befunden

1.1 Stichproben und Merkmale

Die Frage, wie schwer sind Apfel, |asst sich im wissenschaftlichen Sinne nicht dadurch
beantworten, dass man lediglich einen einzelnen Apfel auf die Waage legt. Jeder weil3,
dass das Gewicht von Apfeln ebenso variiert, wie andere Messungen und Beobachtungen
an Lebewesen. Man bezeichnet das als ,natlrliche Variabilitdt der Organismen®. Es ist
daher erforderlich, mehrere Messungen durchzufihren.

In der Regel méchte man aus den Untersuchungsergebnissen gewisse verallgemeinernde
Schlussfolgerungen ziehen. Dann sind die Individuen, an denen die Messungen oder
Zahlungen durchgefuhrt wurden, oder die Werte selbst als Stichprobe zu bezeichnen.
Allerdings meint der Chemo-/Biometriker, wenn er von einer ,Stichprobe® spricht, stets
eine reprasentative Auswahl aus einer ,Grundgesamtheit®, die ihrerseits moglichst exakt
definiert sein muss.

Was da im Einzelfall gemessen oder gezahlt wurde, bezeichnet man als ,Merkmal®.
Wichtig ist, dass prazis definierte Messvorschriften vorgegeben werden. Die Merkmale
differieren hinsichtlich ihres Variationstyps und missen deshalb in unterschiedlicher
Weise biometrisch bearbeitet werden.

Die friher Ubliche Differenzierung nach qualitativ und quantitativ variierenden Merkmalen
ist ungentgend. Man gliedert sie besser nach dem metrischen Niveau ihrer
Variationsskala und unterscheidet folgende Skalentypen:

Skalentyp Merkmal Beispiel

1 |Nominalskala Es gibt eine begrenzte Zahl an Rasse, Geschlecht,
Auspragungsstufen, die keine naturliche Blutgruppe
Ordnung aufweisen

2 Ordinalskala Es gibt eine naturliche Ordnung fur die Noten
Stufen
3 |Intervallskala Die Auspragungsstufen sind aquidistant, Korpertemperatur
haben aber keinen naturlichen Nullpunkt
4 |Rationalskala Es gibt einen natlrlichen Nullpunkt, aber |Kdrpergewicht, Alter
keine naturliche Einheit
5 |Absolutskala Es gibt auch eine naturliche Einheit Ferkelzahl, Zahl der
Frichte eines
Baumes

Mit dem Anstieg des metrischen Niveaus der Skala von 1 nach 5 sinkt die Menge der
zulassigen Transformationen, dagegen steigt die Menge der sinnvollen biometrischen
Mafdzahlen. Allerdings darf dabei auch die Prazision der Messung beziehungsweise die
Anzahl der in einer Stichprobe realisierten Stufen nicht au3er Acht gelassen werden. Zu
wenig Stufen hat man in der Regel, wenn die Messungen ohne Messinstrumente nur
mittels unserer Sinne durchgefihrt wurden. Man spricht dann von Bonituren und bonitiert
beispielsweise den Geschmack des Apfels oder die Beschaffenheit der Frucht.
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1.2 Haufigkeiten

Bei nominalskalierten Merkmalen sowie immer dann, wenn die Zahl der in einer
Stichprobe realisierten Auspragungsstufen zu gering ist, zahlt man, wie haufig die
verschiedenen Stufen auftreten. Um die Ergebnisse mit anderen Zahlwerten vergleichen
zu kdnnen, werden relative Haufigkeiten errechnet, indem man die Anzahl der
Beobachtungen der betreffenden Merkmalsklassen durch die Gesamtzahl dividiert. Wird
anschlieend mit 100 multipliziert, erhalt man Prozentzahlen. - Da die Aussagekraft von
Relativwerten von der wirklichen Anzahl der Beobachtungen abhangt, muss diese
unbedingt mit angegeben werden. Wenn gleichzeitig die Zahlwerte fur mehr als ein
Merkmal ermittelt wurden, ist es zweckmalig, die Haufigkeit in ein mehrdimensionales
Schema einzuordnen, das als Kontingenztafel bezeichnet wird. Die Randsummen sind
dann die Haufigkeiten flr die einzelnen Merkmale.

1.3 Das arithmetische Mittel

Bitte nehmen Sie an, dass die Frage nach dem Geburtsgewicht von Kalbern zu folgenden
Messergebnissen gefihrt hat (in kg):

47 31 42 44 39

Dies ist eine ungewohnlich kleine Stichprobe, man konnte sich darauf beschranken, die
Einzelwerte mitzuteilen. Es ist aber Ublich und mindestens bei groReren Stichproben
erforderlich, den Befund durch charakteristische Kennzahlen, durch biometrische
Malzahlen, zu beschreiben. Die in den Zahlen steckende Information soll dadurch
deutlich und bequem erkennbar werden.

Mittelwerte sind eine Klasse von biometrischen Maldzahlen. Bei richtiger Auswahl der
Stichproben beschreiben sie die Lage des Zentrums der Grundgesamtheit, fur die die
verallgemeinernden Schlussfolgerungen gelten sollen. Der bekannteste und wichtigste
Mittelwert ist das arithmetische Mittel.

Fur alle Malizahlen benétigt man eine Rechenvorschrift. Hinsichtlich des arithmetischen
Mittels kdnnte diese lauten: Bilde die Summe der Messwerte und dividiere das Ergebnis
durch die Anzahl.

Eine so einfache Rechenvorschrift, wie die fur das arithmetische Mittel, kann man auch
verbal ausdricken. Oft wird das sehr umstandlich, und es ist daher zweckmalig, eine
Formel anzugeben. Fir jede Formel bendtigt man Symbole. Die wichtigsten Symbole
sollten Sie sich merken, weil sie heute international einheitlich auch in
nichtwissenschaftlichen biometrischen Veroffentlichungen benutzt werden. Fir die
Berechnung des arithmetischen Mittels brauchen wir folgende Symbole:

>  Summenzeichen
Xi Einzelwert
n Anzahl

X  arithmetisches Mittel

Die Formel lautet dann:
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1
52 (1)

Dies ist eine mathematisch korrekte Formel. Solange sie lediglich als Gedankenstitze
dienen soll, ist es zweckmalig, eine vereinfachte Schreibweise zu verwenden,
mindestens fur Nichtmathematiker. Diese lautet:

2 @)
n

Die soeben gegebenen Formeln sind Grundformeln. Solche Grundformeln sollen
besonders anschaulich zeigen, was im Prinzip zu rechnen ist. Wenn man wirklich rechnen
muss, sind sie haufig unbequem. Man verwendet nach Mdglichkeit spezielle
Berechnungsformeln, die an die besonderen Bedingungen des betreffenden Falles
angepasst sind und dazu fuhren, dass Sie

a) mit der Rechnung schnell fertig werden,
b) nicht so leicht Fehler machen.

Fir kleine Stichproben gibt es beim arithmetischen Mittel allerdings keine
Berechnungsformel. Aus den angegebenen Geburtsgewichten errechnet man daher nach
Formel (2):

47
31
42
44
39

2. x = 203 x:%:m,e;

Zahlen fallen nicht vom Himmel. - In der Praxis beginnt die Arbeit daher nicht mit der
Rechnung, sondern mit der Planung der Untersuchung, der Durchflihrung der Messung
und der Protokollierung der Messergebnisse. Fur gro3e Stichproben, d. h. wenn mehr als
30 Messungen geplant sind, sollte man besondere Malkhahmen zur Organisation der
Eintragung der Einzelergebnisse vornehmen. Da dies zum Fachgebiet der Dokumentation
gehart, soll hier kurz erwahnt werden, dass man die ,Daten“ zunachst in eine Urliste
eintragt. In der Mehrzahl der Falle, ist es zweckmalig, schon im Verlauf der Arbeit eine
primare Verteilungstafel in Form einer Strichliste anzulegen.

Dies gilt vor allem fir stetig variierende Merkmale, wie z. B. das Korpergewicht, bei denen
es keine naturlichen Klassen gibt. In der primaren Verteilungstafel werden die
Originalwerte zu kunstlichen Klassen zusammengefasst. Nach der Formel:

Opt. Klassenzahl = 2 - In (3)
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erhalt man eine optimale Klassenzahl. n ist dabei die Zahl der beabsichtigten Messungen.
Diese optimale Klassenzahl ist lediglich eine Faustzahl.

Das Verfahren wird in Schema A demonstriert. - Wenn man eine Anzahl von Messungen
durchgefuhrt hat (vielleicht 15 — 20), errechnet man aus der Differenz zwischen dem
grofiten und kleinsten Wert die vorlaufige Variationsbreite. Aus dieser erhalt man einen
Schatzwert fur die optimale Klassenbreite. Man muss dann noch die Klassengrenze
festlegen und dabei beachten, dass:

a) die Klassengrenzen eindeutig sind,
b) die Klassenmitten mdglichst glatte Zahlen ergeben,
c) es am Rand keine offenen Klassen gibt.

Far die Berechnung des arithmetischen Mittels aus einer zu Klassen zusammengefassten
grolden Stichprobe gibt es mehrere Verfahren. Eines davon, das Multiplikationsverfahren,
mdchte ich Ihnen erlautern.
Man verwendet die Formel:

2fa 'K ()

X = A+
n
in dieser Formel bedeuten:
A ein frei wahlbares Arbeitsmittel,
f die Frequenzen, d. h. die Anzahl der Werte in den betreffenden Klassen,
a die Abweichungen von A in Klassenbreiten,
K die gewahlte Klassenbreite.

Schema A: Organisationsverfahren zur Durchfuhrung einer einfachen Erhebung

1. Urliste (Anfang) 29,42 ,65,52,31,71,47,-----

Der geplante Stichprobenumfang istn = 150
Die Urliste enthalt naturliche Zahlen, also Zahlen ohne Nachkommastellen.

2. Vorlaufige Variationsbreite (gréf3ter minus kleinster Wert der ersten Messungen)
71-29=42

3. Geschatzte definitive Variationsbreite circa 50 - 55

4. Optimale Klassenzahl: 2 . 3n

Bein = 150 2 . VY150 ~11

5. Optimale Klassenbreite: 50 : 11 = 4,6
6. Gewahlte Klassenbreite: K=5

7. Gewahlte untere Grenzen der Klassen, um glatte Zahlen flir die Klassenmitten zu
bekommen: 27,5; 32,5; 37,5; .........
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8. Strichliste:

Klassen Mitten | Striche Frequenzen
27,5-32,5 30 Il 2
32,5-37,5 35 Il 2
37,5-425 40 HH HH HH 15

42,5 -475 45 HH HH HH HH HH HH 38

47,5 -52,5 50 HH HH HH HH HH HH HH 41
52,5-57,5 55 HHHH HH HEHE HE 34
57,5-62,5 60 HH HH HH 15
62,5-67,5 65 Il 2
67,5-72,5 70 I 1

Wie Schema B zeigt, wahlt man zunachst ein Klassenmittel, das etwa in der Mitte der
Verteilung liegt, als Arbeitsmittel. Danach bildet man die Abweichungen von A in
Klassenbreiten und multipliziert sie unter Beachtung des Vorzeichens mit den
dazugehdrigen Frequenzen. Diese f - a werden dann summiert, wobei man
zweckmaligerweise zuerst die negativen und positiven Werte getrennt addiert. Aus A und
der errechneten Summe sowie nach Multiplikation mit K, erhalt man dann x-quer.

Die Formel ist so geartet, dass man verhaltnismalig kleine Zwischenergebnisse erhalt
und sich deshalb nicht so leicht verrechnet. Fur PCs und DV-Anlagen ist sie weniger
geeignet. Die nach Formel (4) errechneten Mittel sind an sich nicht exakt. Liegt aber die
Zahl der Klassen nicht wesentlich unter dem nach Formel (3) errechneten Optimum, sind
sie stets genau genug.

Far alle biometrischen Mal3zahlen gibt es auch eine ,optimale Genauigkeit®. Man sollte sie
nicht genauer angeben. X erreicht diese bei kleinen Stichproben, wenn man es um eine
Stelle genauer berechnet, als die einzelnen Messwerte, bei grof3eren Stichproben, also
falls n>30 sind 2 Stellen mehr angebracht. Erst bei Stichproben mit n>3000 sollte man x
um 3 Stellen genauer angeben. Allerdings sollte die letzte der angegebenen Stellen
immer gerundet sein.

Die optimale Genauigkeit des arithmetischen Mittels ergibt sich aus der Tatsache, dass
alle Messwerte ungenaue Zahlen sind. Der 1. Messwert in Schema A ist zum Beispiel
nicht exakt 29, sondern eine ungenaue Zahl im Intervall 28,5 bis 29,5. Diese
Ungenauigkeiten wirken sich auf das Mittel aus. Sie fihren dazu, das zusatzliche Stellen
keinen Informationswert haben, sodass man die zu prazise Angabe eines Mittels als
,biometrische Hochstapelei“ bezeichnen kann.

Wegen der natlrlichen Variabilitdt der Organismen lohnt es sich auch nicht, zu prazis zu
messen. Nur ausnahmsweise sind mehr als 3 zahlende Stellen angebracht. Die
Begrindung ergibt sich aus den Fehlerfortpflanzungsgesetzen (siehe Abschnitt 5.2).
Mithilfe der Differenzialrechnung lasst sich beweisen, dass die Summe der Abweichungen
von x=0, die Summe der Abweichungsquadrate von diesem Punkt ein Minimum ist.
(Erganzung und Beweis auf Anfrage).

Schema B: Berechnung des arithmetischen Mittels nach dem Multiplikationsverfahren
(Daten aus Schema A)
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1. Basisrechnungen falls A = 50 gewahlt wurde

X f a fa
30 2 -4 -8
35 2 -3 -6
40 15 -2 -30
45 38 -1 -38
-82
A-> 50 41 0
55 34 +1 34
60 15 +2 30
65 2 +3 6
70 1 +4 4
74

Y f=n=150 > fa=-8

2. Definitive Berechnung nach Formel (4):

> fa . o (-8)__
x—A+—n K—5()+150 5=49,73

1.4 Zentralwert und Dichtemittel

Das arithmetische Mittel ist nur eine von zahlreichen deskriptiven biometrischen
Maldzahlen. Die wichtigsten Klassen solcher Mal3zahlen sind:

Mittelwerte
Streuungsmalle
Deformationsmalfie
Assoziationsmalde

PON=

Bei jeder dieser Klassen gibt es verschiedene Maldzahlen. Somit ist das arithmetische
Mittel nur einer von mehreren Mittelwerten. Weshalb dieser, wie ich behauptet habe, der
wichtigste ist, Iasst sich nur erlautern, wenn ich Sie zunachst mit zunachst mit mindestens
zwei weiteren Mittelwerten bekannt mache, mit dem Zentralwert (=x,) und dem
Dichtemittel (=xo).

Der Zentralwert, auch Median genannt, ist der "mittelste” Wert einer der Gro3e nach
geordneten Zahlenmenge. Diese verbale Definition ist einpragsamer als jede Formel.
Ordnen Sie die auf Seite (?) angegebenen 5 Geburtsgewichte nach ihrer Grolke, so
erhalten wir:

31 39 42 44 47
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Wie ersichtlich, ist 42 der in der Mitte stehende Wert, sodass wir ohne weitere
Rechenarbeit niederschreiben kdnnen: Xz=42. So einfach geht das allerdings nur bei einer
ungeraden Anzahl an Einzelwerten. Ist n eine gerade Zahl, gibt es keinen mittleren Wert.
Man errechnet hilfsweise das arithmetische Mittel der beiden in der Mitte stehenden
Zahlen.

Bei groReren Stichproben ist es muhevoll, die Zahlen der Gro3e nach zu ordnen. Hier ist
es Ublich, sie — wie erlautert wurde — zu Klassen zusammenzufassen. Man berechnet
dann die ,Eintauchtiefe des mittleren Wertes in die zentrale Klasse, d. h. in die Klasse, in
der dieser Wert liegt. Eine dazu geeignete Berechnungsformel lautet:

n
E"_ :E:fud |
fo)

In der Formel werden folgende Symbole erstmalig benutzt:
X, = Untere Grenze der zentralen Klasse
Z f (k)

f(o)

K (5)

X, = X, t+

Anzahl der Werte unterhalb der zentralen Klasse

Anzahl der Werte in der zentralen Klasse

Wenn man aus den in Schema A angegebenen Daten den Zentralwert errechnen will,
muss man zunachst die Frequenzen aufaddieren und erhalt:

X f 2 f

30 2 2

35 2 4

40 15 19
45 38 57
50 41 98
55 34 132
60 15 147
65 2 149
70 1 150

Demnach liegt der Zentralwert in der Klasse mit der Mitte 50 und der unteren Grenze
47.5. Die Anzahl der Werte bis zur Klassengrenze betragt 57. n / 2 ist 75. Wir kdnnen
somit in Formel (5) folgende Zahlen einsetzen und erhalten:

><—Z:47,5+¥-5:47,5+%:49,70

Kapitel 1 - Mal3zahlen zur quantitativen Beschreibung von Befunden 7114



Bei dieser Berechnung nimmt man an, dass die einzelnen Werte in der zentralen Klasse
gleichmalig verteilt sind. Der Zentralwert liegt dann bei unserem Beispiel um 18 / 41 von
der unteren Grenze der zentralen Klasse entfernt.

Das Dichtemittel soll anzeigen, wo in der Verteilung die Werte am dichtesten liegen.
Daraus folgt zunachst, dass seine Berechnung nur bei gro3en Stichproben sinnvoll ist und
dass vorher die Einzelwerte zu Klassen zusammengefasst werden mussen. Man konnte
als Xp einfach die Mitte der Klasse angeben, in der die meisten Einzelwerte liegen, jedoch
ist es ublich, die Frequenzen in den beiden Nachbarklassen mitzubericksichtigen.
Demnach kommt man zu folgender Formel:

. f(o) B f(—l)

Xp = X, t+ - K (6)
2fi) = fieny = fay
fiy Anzahl der Werte in der Klasse unterhalb der zentralen Klasse
fi Anzahl der Werte in der Klasse oberhalb der zentralen Klasse

Wenn man aus den in Schema A angegebenen Werten das Dichtemittel errechnen will,
erhalt man:
f(o) =41 f(_1) =38 f(+1) =34

und demnach:

X, = 47,5 +— 41 = 38 5 =475 + 32 = 49,00
2 . 41 — 38 — 34 10

1.5 Gesichtspunkte zur Verwendung verschiedener Mittelwerte

Alle biometrischen Maldzahlen haben einen irgendwie begrenzten Anwendungsbereich.
Wer sie bewusst falsch anwendet, begeht eine statistische Falschung. Es genugt deshalb
nicht, zu wissen, wie man eine bestimmte Zahl errechnet. Man muss auch lernen, wo und
wie man sie korrekt verwendet.

Bei den Mittelwerten gilt es zunachst zu prufen, ob es Uberhaupt sinnvoll ist, einen von
ihnen zu errechnen. Danach kommt es darauf an, den richtigen zu verwenden. Die erste
Frage ist so zu beantworten, dass Mittelwerte nur bei intensiven, quantitativen und
genugend stetigen Merkmalen gebildet werden durfen.

Die Begriffe ,quantitativ® und ,stetig“ wurden bereits erlautert. Hinsichtlich der
Bezeichnung ,intensiv* ist zu sagen, dass im Gegensatz dazu ein extensives Merkmal, bei
dem zum Beispiel bei der Bevolkerungszahl verschiedener Gebiete, die Summe den
Befund besser beschreibt als der Mittelwert. Bezuglich der Begriffe quantitativ und
qualitativ ware zu betonen, dass man artmafige Merkmale bisweilen durch Bewertung in
quantitative umwandeln kann und dann einen Mittelwert berechnen darf. Bei diesen
diskreten Merkmalen kommt es auf die Stufenzahl an. Sind mehr als 5 Stufen vorhanden,
ist die Errechnung eines Mittelwertes in der Regel sinnvoll.

Falls man bei einem Merkmal Mittelwerte errechnen darf, kommt man zur zweiten Frage:
Welcher Mittelwert ist der beste? Aus den in Schema A angegebenen Daten hatten wir
folgende Mittelwerte gefunden:

Kapitel 1 - Mal3zahlen zur quantitativen Beschreibung von Befunden 8/14



Xa=49,73 Xz=49,70 Xo=49,0

Das sind nahezu gleiche Ergebnisse. Eine solche Ubereinstimmung erwartet man stets,
wenn wie in Schema A auch gezeigt, die Verteilung der Einzelwerte etwa symmetrisch ist.
Dagegen wurden sich die drei Mittelwerte deutlich unterscheiden, wenn die Einzelwerte
eine schiefe Verteilung ergeben.

Tabelle 1: 3 Stichproben mit n = 100 und XA = 50

Klasse Anzahl der Werte
1 2 3
30 - -
35 1 1 2
40 5 15 44
45 9 37 18
50 20 19 9
55 32 11 6
60 10 6 5
65 4 4 3
70 2 3 2
75 - 2 2
80 - 1 3
85 - 1 1
90 - - 2
95 - - 2
100 - - 1

In Tabelle 1 sind die Daten von 3 Stichproben aufgelistet, deren Mittel gleich sind.
Dagegen sind die Werte nur bei Stichprobe 1 nahezu symmetrisch verteilt, wahrend die
Verteilung bei Stichprobe 2 deutlich und bei 3 sehr schief ist. Errechnet man aus diesen
Zahlenkolonnen die 3 Mittelwerte, so erhalt man:

Xa Xz Xp

Stichprobe 1 50,00 49,84 49,72
Stichprobe 2 50,00 47,09 45,25
Stichprobe 3 50,00 43,61 40,59

Wie ersichtlich, unterscheiden sich die 3 Mittelwerte um so starker, je schiefer die
Verteilung ist.

Deutlich schiefe Verteilungen kommen in der Natur nicht selten vor. In vielen Fallen liegt
dann nur der Zentralwert an der Stelle, wo man aufgrund einer grafischen Darstellung
einen Mittelwert erwarten wurde. Dann ist nur Xz der Mittelwert, der das Ergebnis der
Untersuchung objektiv widerspiegelt, daher kann man ihn als eine reprasentative Malzahl
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ansehen.

Die Tatsache, dass Xa und Xz bei symmetrischen Verteilungen nahezu Ubereinstimmen
und bei schiefen Xz die reprasentativere Maldzahl ist, verleitet zu dem Schluss, den
Zentralwert als den wichtigsten Mittelwert anzusehen. Dieser Schluss ist voreilig, weil es
neben der Reprasentativitat einer Mal3zahl als zweites Kriterium fir ihre Gite noch die
Prazision gibt.

Aus Stichproben errechnete Mittelwerte sollen moéglichst gute Schatzwerte flr das
Zentrum der betreffenden Grundgesamtheit sein.- Zieht man aus einer Gesamtheit mit
bekanntem Zentrum zahlreiche Stichproben und errechnet von jeder Xa und Xz, so zeigt
sich, dass die Xa-Werte im Durchschnitt etwas besser mit dem Mittelwert der Gesamtheit
ubereinstimmen als die Zentralwerte. Das arithmetische Mittel ist demnach der prazisere
Schatzwert.

Man kann die Prazision solcher Schatzwerte fur den Mittelwert einer Gesamtheit naturlich
verbessern, indem man die Stichproben vergroert. Es zeigt sich, dass Xa aus
Stichproben von 10 Einzelwerten Schatzwerte etwa gleicher Prazision liefert wie Xz aus
einem Stichprobenumfang von 16. Man bezeichnet das arithmetische Mittel deshalb als
eine effiziente MalRzahl. Demnach ist zu folgern:

1. Bei etwa symmetrischen Verteilungen ist das arithmetische Mittel unbedingt zu
bevorzugen.

2. Bei Verteilungen mit zunehmender Schiefe verwende man das arithmetische Mittel,
solange das Ergebnis einigermalen reprasentativ ist, sonst den Zentralwert.

Das Dichtemittel hat nur eine geringe Prazision. Seine Verwendung beschrankt sich
deshalb auf spezielle Probleme, vor allem da, wo nach sogenannten Normalwerten
gesucht wird, beispielsweise nach dem normalen Heiratsalter oder dem normalen
Blutdruck. Es handelt sich dabei ausschliel3lich um grof3e Stichproben. Der Vorteil von Xa
gegenuber Xz vermindert sich, wenn die Stichprobe ,Ausrei3er®, d. h. falsche Messwerte
enthalt, jedoch bleibt Xa in der Praxis fast immer praziser als der Zentralwert.

1.6 VariationsmaRe

Mittelwerte sind zwar die wichtigsten Mal3zahlen zur biometrischen Beschreibung einer
Stichprobe, sie sind aber allein nicht ausreichend, weil sie nichts Uber das Ausmal} der
Variation, der Streuung der Einzelwerte aussagen. Um zu einer vollstandigeren
Beschreibung der Verteilung zu kommen, mussen sie durch Streuungsmalie erganzt
werden.

Ein sehr einfaches und anschauliches Mal} fur die Streuung in einer Stichprobe ist die
Variationsbreite (= VB), die Differenz zwischen dem grof3ten und dem kleinsten Wert.

VB = X(max) - X(min) (7)
Da diese Variationsbreite lediglich durch die Position der beiden extremen Einzelwerte
bestimmt wird, kann sie keine effiziente Maldzahl sein. Die effizienteste Mal3zahl fur die
Beschreibung der Streuung ist die so genannte Standardabweichung (=s). Es handelt sich

um die Quadratwurzel aus der mittleren quadratischen Abweichung. Die Grundformel
lautet:

\“ Z X_)?)z (8)

Kapitel 1 - Mal3zahlen zur quantitativen Beschreibung von Befunden 10/14



Tabelle 2 zeigt die Berechnung der Standardabweichung nach dieser Grundformel bei
einer kleinen Stichprobe.

Es ist Ublich, Mittelwert und Standardabweichung gemeinsam anzugeben, und zwar in der
Form XA + s, wobei beide Zahlen mit der gleichen Genauigkeit errechnet und
niedergeschrieben werden sollten. Demnach hatten Sie zur biometrischen Beschreibung
der Werte aus Tabelle 2 Folgendes auszugeben: 40,6 + 6,1. Manchmal ist es Uberflussig,
die Quadratwurzel zu ziehen. Man bezeichnet das Quadrat der Standardabweichung als
mittleres Abweichungsquadrat oder als Varianz.

Tabelle 2: Berechnung der Standardabweichung nach der Grundformel

X X — X (x — %V

47 6,4 40,96

31 -9,6 92,16

42 1,4 1,96

44 3,4 11,56

39 -1,6 2,56
D x = 203 D(x — %) = 149,20
X = 40,6

s = % = v37,30 = 6,1

Bei Formel (8) ist merkwirdig, dass durch n — 1 dividiert werden muss. Der Grund dafur
ist, dass die Varianz einer Stichprobe ein unverzerrter Schatzwert der Varianz der
betreffenden Grundgesamtheit sein soll. Diese Unverzerrtheit ist ein weiteres Kriterium flr
die Gute einer biometrischen Mal3zahl. Hier bedeutet sie, dass die Erwartungswerte der
mittleren Abweichungsquadrate verschieden grof3er Stichproben aus der gleichen
Grundgesamtheit alle gleich grof3 und ebenso grol} wie die Varianz der Gesamtheit selbst
sein sollten.

Man bezeichnet das Mittel der Gesamtheit mit y, ihre Standardabweichung mit 0. Wenn pu
bekannt ware, kdnnte man x — y bilden. In der Praxis ist das niemals der Fall, und man
muss hilfsweise Xa errechnen und die x — Xa bilden. Da ihre Quadratsumme ein Minimum
ist, ist sie kleiner als die Summe der (x — p)2. Demzufolge ist £(x-xa)? verzerrt. Es lasst sich
zeigen, das die Verzerrung im Durchschnitt durch die Division durch n — 1 korrigiert wird.
Die Frage, warum man bei der Division durch n — 1 unverzerrte Stichprobenvarianzen
erhalt, wird gern dahin gehend beantwortet, dass man sagt, einer der Stichprobenwerte ist
durch die Berechnung des arithmetischen Mittels festgelegt, Man musse stets durch die
Zahl der variablen Grdlien, durch die Freiheitsgrade dividieren. Diese Definition ist zwar
eine gute Gedankenstltze, aber kein Beweis.

Bei der Varianz beziehungsweise der Standardabweichung ist es bereits in kleinen
Stichproben zweckmalig, eine spezielle Berechnungsformel zu verwenden. Die
Grundformel hat demnach nur didaktischen Wert. Eine geeignete Berechnungsformel fur
kleine Stichproben lautet:

Der Vorteil dieser Formel besteht darin, dass man die Abweichungen der Einzelwerte von
Xa nicht zu bilden braucht. Nach Formel (9) errechnet man sich die Standardabweichung
aus den in Tabelle 2 angegebenen Daten, wie in Tabelle 3 ersichtlich. Der Beweis flr die
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Ubereinstimmung der Formeln (8) und (9) kann gerne nachgefordert werden.

Tabelle 3: Berechnung der Standardabweichung nach der Berechnungsformel
2

X X
47 2209
31 961

42 1764
44 1936
39 1521

D x = 203 D X = 8391

2 2
(20 _ 208 _ gy
n 5

‘= \/8391 - 82418 _ 3oa5 _ gy

Bei Formel (9) erhalt man verhaltnismaRig grole Zwischenergebnisse. Ohne
Rechenhilfsmittel entstehen dabei leicht Rechenfehler. Es ist daher zweckmalig, eine
lineare Transformation vorzunehmen. Das heil3t, wir subtrahieren von jedem Einzelwert
einen bestimmten Betrag, ein Arbeitsmittel. Man erhalt dann:

X =x—-— A

und kommt zu folgender Formel:

(10)

Bei den Werten aus Tabelle 2 empfiehlt sich die Subtraktion von 30. Wie dann zu rechnen
ist, zeigt Tabelle 4.

Tabelle 4: Berechnung der Varianz nach Transformation der Ausgangsdaten

X X (%)
47 17 189
31 1 1
42 12 144
44 14 196
39 9 81
> % = 53 > (x)? = 711
)2 _
(> %) _ 53 _ =618 g = 711 — 5618 _ 37,30
n 5 ’ 4

Bei groReren Stichproben ist es zweckmalig, s nach folgender Formel zu errechnen:
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(11)

| 2
Zfa2_(znfa)
S:\ n—1 K

Dies ist eine Erweiterung des Multiplikationsverfahrens zur Berechnung des
arithmetischen Mittels, das durch Formel (4) definiert wurde. Im nachfolgenden Schema
wird die Berechnung anhand der bereits in Schema A angegebenen Daten erlautert. Wie
ersichtlich ist, kann man die fir die Berechnung des arithmetischen Mittels bendtigten
Zwischenwerte verwenden und braucht sie lediglich durch eine weitere Zeile, die fa? zu
erganzen.

Schema C: Berechnung der Standardabweichung nach dem Multiplikationsverfahren
(Daten aus Schema A)

1. Basisrechnungen falls A = 50 gewahlt wurde:

X f a fa f a?
30 2 -4 -8 32
35 2 -3 -6 18
40 15 -2 -30 60
45 38 -1 -38 38

A-> 50 41 0 82 -
55 34 1 34 34
60 15 2 30 60
65 2 3 6 18
70 1 4 4 16
z f =n=150 74

> fa=-8 > fa’=276

2. Definitve Berechnung nach Formel (11)

(X fa) _(=8F _, s
n 150 ’

2
Zfaz_(Zfa)
s = n—ln -qu/%g’“-S:LBGO-S:&BO

Die nach Formel (11) errechnete Standardabweichung ist dann verzerrt, wenn die
Messwerte zu kinstlichen Klassen zusammengefasst wurden. Die Verzerrung Iasst sich
korrigieren, wenn man 1/12 mal K? von der Varianz subtrahiert (Shepphard'sche
Korrektur). Flr das in Schema C angegebene Beispiel erhalt man:

s, = 6,80° — 1—12 . 5% = 6,65

Wahrend das arithmetische Mittel eine unmittelbar anschauliche GroRde ist, bedarf es
einiger Hinweise zur Veranschaulichung der Standardabweichung. Zwar besteht kein
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unmittelbarer Zusammenhang zwischen der Variationsbreite und der
Standardabweichung, doch ist diese fast immer kleiner als 6 s. Das bedeutet, dass
nahezu alle Einzelwerte zwischen xa — 3s und xa + 3s liegen. In der Regel findet man
zirka 5% der Werte aullerhalb von xa — 2s und xa + 2s und rund ein Drittel auRerhalb von
Xa — 1s und xa + 1s. Die Varianz ist nicht invariant zu linearen Transformationen und
deshalb zur biometrischen Beschreibung einer Verteilung ungeeignet. - Bitte beachten Sie
auch, dass die Standardabweichung zwar als Variationsmal} am prazisesten ist, dass
aber ihre Prazision sehr viel geringer ist als die von Xa.

Aus s leitet sich der Variationskoeffizient ab. Er ist die durch das arithmetische Mittel
dividierte Standardabweichung und wird folglich mit s% bezeichnet. Man bendtigt einen
solchen Relativwert, wenn man die Variabilitat verschiedener Merkmale miteinander
vergleichen mochte, beispielsweise die des Kdrpergewichtes mit der des Gewichtes
einzelner Organe.

Wahrend die Berechnung einer Maldzahl fur die Streuung stets eine wichtige Erganzung
zur Mittelwertbildung bringt, ist es fraglich, ob es sich lohnt, weitere Malzahlen zu
errechnen. Bekannt sind Mal3e fur Schiefe (=S) und Exzess (=E).

Das praziseste MalR fur die Schiefe erhalt man aus den 3. Potenzen der Abweichungen
von xa. Man dividiert durch die 3. Potenz der Standardabweichung und erhalt so eine
unbekannte Maldzahl. Das hat den Vorteil, dass solche Schiefeziffern aus verschiedenen
Stichproben direkt vergleichbar sind. Bei ausgepragt schiefen Verteilungen ist S entweder
grolder als 1 (=rechtsseitige Schiefe) oder kleiner als -1 (= linksseitige Schiefe).
Schiefeziffern, die um weniger als 0,5 von 0 abweichen, sind unbedeutend. Von den 3
Stichproben in Tabelle 1 errechnet sich fir die erste eine Schiefe von 0,11; fir die zweite
von 1,42 und fir die dritte ein Wert von 1,68.

Der Exzess ist ein Mal} fur die Form des Gipfels. Er ist positiv, wenn die Verteilung
hochgipfelig und langschwanzig ist; er ist negativ, wenn sie breitgipfelig und
kurzschwanzig ausfallt. Man errechnet den Exzess aus den vierten Potenzen der
Abweichungen von Xa.
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